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Za zacetek nekaj otroCje lahkega

Pozabavajmo se z vpraSanjem:

1. vpraSanje:
Koliko naravnih $tevil do vklju¢no 30 je deljivih z vsaj enim
izmed Stevil 2, 3, 5in 7?

Odgovor na to vprasanje dobimo brez tezav:

@ Najprej pois¢emo Stevila, ki so deljiva z 2.
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Za zacetek nekaj otroCje lahkega
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Vseh Stevil je 30.




Za zacetek nekaj otroCje lahkega

12 3 45 6 7 8 9 10
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Takih, ki so deljiva z 2, je 15.




Za zacetek nekaj otroCje lahkega

Pozabavajmo se z vpraSanjem:

1. vpraSanje:
Koliko naravnih $tevil do vklju¢no 30 je deljivih z vsaj enim
izmed Stevil 2, 3,5in 7?

Odgovor na to vprasanje dobimo brez tezav:
@ Najprej pois¢emo Stevila, ki so deljiva z 2.
@ Nato dodamo tista, ki so deljiva s 3, pa niso deljiva z 2.
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Za zacetek nekaj otroCje lahkega

12 3 45 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Takih, ki so deljiva s 3, pa jih & nimamo, je 5.




Za zacetek nekaj otroCje lahkega

Pozabavajmo se z vpraSanjem:

1. vpraSanje:
Koliko naravnih $tevil do vklju¢no 30 je deljivih z vsaj enim
izmed Stevil 2, 3,5in 7?

Odgovor na to vprasanje dobimo brez tezav:
@ Najprej pois¢emo Stevila, ki so deljiva z 2.
@ Nato dodamo tista, ki so deljiva s 3, pa niso deljiva z 2.
@ Dodamo $e tista, ki so deljiva s 5, ne pa tudi z 2 ali 3.
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Za zacetek nekaj otroCje lahkega

12 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
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Ostaneta Se dve Stevili deljivi s 5, ki ju Se nimamo.




Za zacetek nekaj otroCje lahkega

Pozabavajmo se z vpraSanjem:

1. vpraSanje:

Koliko naravnih $tevil do vklju¢no 30 je deljivih z vsaj enim
izmed Stevil 2, 3,5in 7?

Odgovor na to vprasanje dobimo brez tezav:
@ Najprej pois¢emo Stevila, ki so deljiva z 2.
@ Nato dodamo tista, ki so deljiva s 3, pa niso deljiva z 2.
@ Dodamo $e tista, ki so deljiva s 5, ne pa tudi z 2 ali 3.

@ Nazadnje dodamo $e tista, ki so deljiva s 7, a z nobenim
izmed Stevil 2, 3 in 5.
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Za zacetek nekaj otroCje lahkega

12 3 45 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

In nazadnje dobimo Se edino preostalo Stevilo deljivo s 7, namrec 7.




Za zacetek nekaj otroCje lahkega

Tako smo ugotovili, da je do vklju¢no 30 natanko
154+ 5+ 2+ 1 = 23 Stevil, ki so deljiva z vsaj enim izmed Stevil
2,3,5in7.

Ta metoda nastevanja vseh ustreznih Stevil je precej bol
utrudljiva, e na primer i§¢emo vsa taka Stevila do vklju¢no 300.

Kaj pa, ¢e nas zanima naslednje:

2. vpraanje:

Koliko naravnih stevil do vkljuéno 1 000 000 je deljivih z vsaj
enim izmed Stevil 2, 3, 5in 7?
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Malce tezji zalogaj

Tokrat Stetje seveda odpove.

Naivna ideja:
@ Do vkljuéno 30 je takih Stevil 23.

@ Ker je 1000000/30 nekaj veC kot 33 333, bo torej do
milijona takih Stevil 23 - 33 333 = 766 659.

@ Izkaze se, da s tovrstnim ugibanjem precej zgreSimo
pravilen odgovor, ki je 771 429.

V nadaljevanju bomo razvili metodo, imenovano nacelo
vkljucitev in izkljucitev, ki bo omogocala reSevanje tak$nih in
podobnih vprasan;.

doc. dr. Primoz Sparl Zdaj si vklju€en, zdaj si izklju¢en



Se eno lahko vpradanje

Oglejmo si Se naslednje preprosto vprasanije:

3. vprasanje:

Koliko naravnih Stevil med vklju¢no 1 in 30 je tujih Stevilu 30?

Odgovor dobimo brez tezav:

@ Ker je 30 dovolj majhno Stevilo, lahko preverimo kar vsa
Stevila po vrsti.

@ Zaradi 30 =2 - 3 -5, se je potrebno izogniti vsem
vecCkratnikom Stevil 2, 3 in 5.

@ Tako nam ostanejo Stevila 1,7, 11,13, 17,19, 23 in 29.

Pomagamo si lahko tudi s prejSnjim primerom, kjer smo
ugotovili, da je naravnih Stevil do 30, ki so deljiva z vsaj enim
izmed Stevil 2, 3 in 5, natanko 15 + 5 + 2 = 22. Takih, ki jih
iS¢emo mi, je torej 8.
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Kaj pa, e zopet povec¢amo nabor dopustnih Stevil?

Zgornja metoda tudi tokrat odpove, Ce je izhodiS¢no Stevilo
(prej 30) precej vedje.

Tako je na ta nacin veliko tezje doloCiti Zze Stevilo naravnih Stevil
med 1 in 300, ki so tuja Stevilu 300.

Se slabse se nam piSe, ¢e nas na primer zanima:

4. vpraSanje:

Koliko naravnih stevil med vklju¢no 1 in 1 000 000 je tujih Stevilu
10000007

Tudi na to vpra$anje bomo z naSo metodo zlahka odgovorili.

doc. dr. Primoz Sparl Zdaj si vklju€en, zdaj si izklju¢en



In Se eno lahko vprasanje

Imamo naslednjo situacijo. Do kroZzi§¢a vodijo tri priklju¢ne
ceste.
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In Se eno lahko vprasanje

V nekem trenutku iz vsake od priklju¢nih cest v kroziS¢e pripelje
po eno vozilo in ga nato tudi zapusti.
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Krozisce

Nobeno vozilo ne prevozi celotnega kroga in na nobeno od
prikljuCnih cest ne zapelje ve¢ kot eno vozilo.

Na koliko nacinov se lahko to zgodi?
Brz se prepricamo, da sta moznosti le dve.

Takoj, ko se namre€ modro vozilo odloCi ali bo krozisce
zapustilo na cesti, po kateri je pripeljalo rdece vozilo, ali ne, je
vse enoli¢no doloc¢eno.
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Krozisce

Prva moznost:
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Krozisce

Prva moznost:
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Krozisce

Prva moznost:
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Krozisce

Druga moznost:
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Krozisce

Druga moznost:




Krozisce

Druga moznost:




Kaj pa malce tezje vprasanje?

Pri treh priklju¢nih cestah se zares ni moglo zgoditi kaj
pretresljivega.

Kaj pa, Ce je prikljucnih cest ve¢? Na primer 4 ali 57
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Kaj pa malce tezje vprasanje?

Bi znali pokazati, da je v primeru Stirih cest moznosti 9, v
primeru petih pa Ze 447

Kaj pa tole?

5. vpraanje:

Na koliko nacinov lahko vozila upostevajo zapisane pogoje, Ce
je prikljucnih cest (in s tem vozil) deset?

Tudi takSna vpraSanja je mogoce razreSiti z naSo metodo.
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Nazaj k prvemu vprasanju

Vrnimo se k vpra$anju o Stevilu naravnih $tevil do vklju¢no 30,
ki so deljiva z vsaj enim izmed Stevil 2, 3, 5in 7.

Oznacimo mnozico tistih, ki so deljiva z 2, z A>, mnozico tistih,
ki so deljiva s 3, z Az, potem pa podobno vpeljimo $e mnozici
A5 in A7.

Dolo¢imo mo¢ (torej Stevilo elementov) teh §tirih mnozic.

Ker je v As vsako drugo Stevilo, ali pa tudi zato, ker je prvo tako
Stevilo 2 =2 - 1, zadnje pa 30 = 2 - 15, ocitno velja |As| = 15.
Podobno je najmanjse Stevilo v A3 Stevilo 3 = 3 - 1, najvecje pa
30 =3-10, in tako je |Az| = 10.

Povsem podobno dobimo Se |As| = 6 in |A7| = 4 (najvecje
Stevilo v A7 je namre€ 28 =7 - 4).
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Nazaj k prvemu vprasanju

Kaj smo torej ugotovili?

Ce i$6emo naravna tevila med vkljuéno min n (kjer je m < n),
ki so deljiva s k, velja:

NajmanjSe tako Stevilo je k - [77].

Najvecje tako Stevilo je k - [ 7].

Torej je ustreznih Stevil

Na primer, med vkljuéno 100 in 1000 je Stevil, ki so deljiva s 7,
natanko [19%0] — 1907 4+ 4 =142 — 15+ 1 = 128.
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Nazaj k prvemu vprasanju

Imamo torej |Az| = 15, |As| = 10, |As| =6 in |A7| = 4.

Vendar |Az| + |As| + |As| + |A7| = 35 # 23. Kaj je narobe?

Stevilo 6 smo na primer &teli dvakrat, enkrat v A, in enkrat v As.
Podobno smo dvakrat Steli Stevilo 10.

Oglejmo si vse skupaj z Vennovimi diagrami.

Za lazjo predstavo se za zaCetek omejimo na primer, kjer nas
zanimajo samo S$tevila, ki so deljiva z vsaj enim izmed Stevil 2,
3in 5.

Tudi tu namre€ z vsoto |Az| + |As| + |As| = 31 ne dobimo
pravega odgovora (namre¢ 22).
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Vennovi diagrami za tri mnoZzice
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Vennovi diagrami za tri mnozice

29

23

M 1x B 2x B 3x
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Vennovi diagrami za tri mnozice
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Vennovi diagrami za tri mnozice

29

23

M 1x B 2x B 3x
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Nazaj k prvemu vprasanju

Pa izraCunajmo velikosti vseh dvojnih presekov, da bomo lahko
od prejSnje vsote odsteli njihove velikosti.

V mnozici A> N Az so ravno vsa Stevila, ki so deljiva tako z 2 kot
s 3, torej gre ravno za Stevila, deljiva s 6. Dobimo

A2 01 Ag| = [ %]~ [§]+1=5.

Podobno potem dobimo Se |[A; N As| =3, |[Ao N A7| =2,

‘Ag ﬂA5| =2, |A3 ﬂA7| =1in |A5 ﬂA7| =0.

Poizkusimo sedaj ponovno: 35-5-3-2-2—-1-0=22,
kar e vedno ni pravi rezultat (tudi v primeru deljivosti z 2, 3 ali
5, kjer je pravilen odgovor 22, mi dobimo 31 —5 -3 — 2 = 21,
kar ni pravilno).

Kaj smo zagreSili tokrat?
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Vennovi diagrami za tri mnozice

29

23

M 1x B 2x B 3x

doc. dr. Primoz Sparl Zdaj si vklju€en, zdaj si izklju¢en



Vennovi diagrami za tri mnozice
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Vennovi diagrami za tri mnozice
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Vennovi diagrami za tri mnozice

M 1x B 2x B 3x
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Vennovi diagrami za tri mnozice

29

23

M 1x B 2x B 3x
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Nazaj k prvemu vprasanju

Potrebujemo torej Se velikosti trojnih presekov.
Brz se prepricamo, da je |A> N Az N As| = 1, vsi ostali trojni
preseki pa so prazni.

Racun 35 — 13 + 1 = 23 da povsem pravilen odgovor (tudi v
primeru deljivosti z 2, 3 ali 5 dobimo 31 — 10 + 1 = 22, kar se
ujema s pravilnim rezultatom).

Je to slucaj?
Poglejmo si kaj se dogaja pri stirih mnozicah v splosnem.
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Vennovi diagrami za Stiri mnozice

A, As

Ar As
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Vennovi diagrami za Stiri mnozice

A, As

Ar As
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Vennovi diagrami za Stiri mnozice
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Vennovi diagrami za Stiri mnozice
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Vennovi diagrami za Stiri mnozice

Vidimo torej, da velja naslednja formula:

|Ax UA3 UAs UA7| =

|Ao| + |Az| + |As| + |A7]

(/A2 N Ag| +|Aa N As |+ A2 N A7 | + | Ag 1 As| +| As M Ar |+ | As M Az )

+|A2 N A3 N As|+ |A2NA3NA7| 4+ |ANAs N A7| + |Az3 N As N A7

—|A>N Az N As N A7|.
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Nacelo vkljuCitev in izkljuCitev

Sedaj Ze lahko razberemo splosno formulo.

Denimo, da imamo n (kon¢nih) mnozic Ay, As, ..., A,. Tedaj
Stevilo reci, ki pripadajo vsaj eni izmed teh mnozic, dobimo
tako, da

najprej seStejemo velikosti vsake posamezne mnoZice,
nato odstejemo velikosti vseh dvojnih presekov,

pa zopet pristejemo velikosti vseh trojnih presekov mnozic,
pa odstejemo velikosti vseh presekov po Stirih mnozic,

itd.

itd.

itd.
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Nacelo vkljuCitev in izkljuCitev

Ce Zelimo to zapisati strogo matemati¢no, dobimo nekaj
takega:

AfUAU---UAp = Z1§i§n Al
Y t<icjen /AT VA +
E1§/<j<k§n |Ai A N Ag|—

E1§i<j<k<£§n |Ai VAN A N A+

(=)™ 1A N AN ---N A,

Za dokaz splosne formule potrebujemo nekaj dodatnega
znanja, zato ga izpustimo.

doc. dr. Primoz Sparl Zdaj si vklju€en, zdaj si izklju¢en



Odgovor na 2. vpradanje

Sedaj lahko zlahka odgovorimo na 2. vprasanje.

Oznacimo z A; mnozico naravnih Stevil do vklju¢no 1000 000,
ki so deljiva z /.

Zanima nas torej velikost mnozice A, U A3 U As U Ay.

Najprej izraunamo velikosti teh Stirih mnozic:

|Ap| = [19909% | — 500000
|As| = L1°°°°°°J:333333
‘A5’ _ L1000000J:200000
A7| = (1900000 — 142857
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Odgovor na 2. vpradanje

Nato dvojnih presekov:

ApNAs| = |As] = [19%9%0] — 166666
[A2nAs| = [A] = [1%5X%] =100000
AoN A7l = |A| = (190000 =71428
AsnAs| = |Ais] = [120°%0] — 66666
AsN A7l = |Ay| = 19000 =47619
Asn A7l = |Ass| = [1052%] = 28571
Pa trojnih:
[A2NAgNAs| = |Ag| = [12990%0] —33333
AeNAgN A7l = |Agp| = |1290%0] =23809
A2NAsN A7 = |Ap| = [10%%%0] =14285
AsNAs N A7l = |Aigs| = |19999%° = 9523
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Odgovor na 2. vpradanje

In nazadnje Se velikost preseka vseh &tirih mnoZzic:

1000000

|A2ﬂA30A5ﬂA7|:|A210|: L 210

| = 4761

Tako po nacelu vkljucitev in izkljuCitev dobimo, da je stevilo
naravnih Stevil do vklju¢no enega milijona, ki so deljiva z vsaj
enim izmed Stevil 2, 3, 5 ali 7, enako

500000 + 333333 + 200000 + 142857
— (166666 + 100000 + 71428 + 66666 + 47619 +28571)
33333 + 23809 + 14285 + 9523
4761
= 771429.

I+
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Odgovor na 4. vpraSanje

Najprej opazimo, da je 1000000 = 108 = (2.5)6 = 26 .56,

To pomeni, da so “slaba” natanko tista Stevila, ki so deljiva z 2
ali s 5. Koliko pa je takih, znamo zlahka izracunati. Pri prejSnjih
oznakah dobimo:

| A| = 500000, |As| = 200000 in |A, N As| = |Aq| = 100 000.

Potemtakem je “slabih” 500 000 + 200 000 — 100 000 = 600 000
Stevil in zato je Stevil, ki so tuja 1 000 000 natanko 400 000.
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Eulerjeva p-funkcija

Nacelo vkljucitev in izkljuCitev je celo tako mocno, da lahko
dobimo splosno formulo za naloge zgornjega tipa.

Eulerjeva ¢-funkcija

Stevilo naravnih $tevil do vkljuéno n, katerih najvegiji skupni
deljitelj z n je 1, oznac¢imo s (n).

Funkciji ¢ pravimo Eulerjeva ¢-funkcija. S pomocjo nacela
vkljuCitev in izkljuCitev je mo¢ najti sploSno formulo za ¢(n).

Dobimo jo takole. Naj bo k $tevilo razli¢nih prastevil, ki delijo n
in naj bodo ta prastevila py, po, . . ., px. Tedaj velja

):n(P1 — NP2 —1)--- (P = 1)
P1P2 - - - Pk '

e(n
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Eulerjeva o-funkcija

Preverimo za zgorniji primer:

©(1000000) = 2556% = 400 000.
Podobno za 2013 =3-11 - 61 dobimo
2.10-60
#(2013) =3-11-61. - ——— =1200.

Alipaza20132013=3-11-61-73- 137 dobimo

2-10-60-72-136
©(20132013) —3‘11-61-73-1373.11 61.73.137 — 11750 400.
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Eulerjeva p-funkcija

Zgolj za ilustracijo pokazimo, kako dobimo formulo za ¢(n) v
primeru, ko je Stevilo n deljivo le z dvema razlicnima
prasteviloma.

To pomeni, da je n = p'¢, kjer sta p in g neki razliéni prastevili,
i in j pa naravni Stevili.

Kot Ze prej ugotovimo, da so “slaba” Stevila, ki so deljiva s p ali
s g. Pa ozna¢imo mnozico naravnih Stevil do vklju¢no n, ki so
deljiva s p z Ap, podobno pa definirajmo Se mnozico A,.

Seveda je p(n) = n— |Ap UAg|.

Po nacelu vkljugitev in izkljuCitev pa je
|Ap U Aq| = [Ap| + |Ag| — |Ap N Aql.
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Eulerjeva p-funkcija

Sedaj Ze vemo, da je |Ap| = g in[Aq| = g.
Prav tako vemo, da je [Ap N Ag| = 7t

Tako je

To pa se ujema z naso formulo.
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4
.

Se kroziS¢a

ResSimo Se problem krozis¢. Za zacetek se omejimo na tistega
s petimi priklju¢nimi cestami.




4
.

Se kroziS¢a

Ce izhajamo iz predpostavke, da zares po nobeni cesti ne
odpelje vec kot eno vozilo, potem po vsaki prikljuéni cesti
odpelje natanko eno vozilo.

Ce za trenutek pozabimo na zahtevo, da vozilo ne sme narediti
celega kroga in krozi§¢e zapustiti po cesti, po kateri je
pripeljalo, potem je vseh moznosti5! =5-4-3-2-1 =120.

Modro vozilo ima namre¢ pet moznosti glede “izvoza”. Crno
vozilo ima potem v vsakem primeru le $e Stiri mozne izbire za
izvoz, zeleno vozilo potem le Se tri, itd.

Seveda pa smo tu upostevali nekatere moznosti, ki jih ne
smemo. Katere?
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4
.

Se kroziS¢a

Slaba je recimo vsaka moznost, pri kateri modro vozilo krozi§¢e
zapusti po “svoji” cesti. Podobno seveda za vsa ostala vozila.

Oznacimo torej z A, moznosti, pri katerih modro vozilo
krozi§Ce zapusti po “svoji” cesti, podobno pa potem definirajmo
Se mnozice Ac, Az, Asin Ap.

Seveda nas zanima $tevilo vseh slabih moznosti, ki je ravno
[An UA;UA; UAsU Ay

Po nacelu vkljuCitev in izkljuCitev je potrebno izraCunati velikosti
posameznih mnozic in njihovih presekov.
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4

Se kroziS¢a

Hitro vidimo, da je

Prav tako se brz prepricamo, da imamo deset dvojnih presekov,
vsak izmed katerih je velikosti 3! =3-2-1 =6.

Tudi trojnih presekov je deset, vsak pa je velikosti
21=2-1=2.

Cetvernih presekov je pet, vsak pa vsebuje le eno samo
moznost (vsako vozilo naredi cel krog).

Seveda je tudi v preseku vseh petih mnozic ravno ta moznost,
pri kateri vsa vozila naredijo cel krog.
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Tako smo kon¢no izracunali, da je Stevilo slabih moznosti enako
5.24-10-6+10-2—-5-1+1-1=76

in tako je Stevilo ugodnih moznosti za krozisCe s petimi
prikljucnimi cestami 120 — 76 = 44.

Na povsem podoben nacin bi izracunali, da se odgovor na peto
vprasanje, torej za primer, ko je prikljucnih cest 10, glasi
1334 961.
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